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ДВУМЕРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ С МОДИФИЦИРОВАННОЙ  
H-ФУНКЦИЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
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Рассмотрен двумерный аналог модифицированного H-преобразования с H-функцией в ядре в про-
странстве интегрируемых функций в области 2 1 1R R R++ + += × . Даны условия ограниченности, описание 
образа изучаемого оператора преобразования, а также устанавливается формула его обращения. По-
лученные результаты обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного модифициро-
ванного H-преобразования. 
Ключевые слова: одномерное и двумерное интегральные модифицированные H-преобразования, 
преобразование Меллина, H-функция, пространство интегрируемых функций. 
 
1. Введение. Рассматривается интегральное преобразование  
  ( ) ( )1,p1 m,n, p,q ( )1,q
0




df f = >  ∫
a ,ασ к
σ к b ,β
x
,  (1.1) 
где 21 2x ( , )x x R= ∈ ; 21 2t (t , )t R= ∈  – векторы;  
2
1











⋅ = ∑  для ( )1 1,1= ; x t>  означает 





=∫ ∫ ∫ ;  
2
1 2m ( , ) 0m m Z+= ∈ ∪  и 1 2m =m ; 21 2n ( , ) 0n n Z+= ∈ ∪  и 1 2n =n ; 21 2p ( , ) 0p p Z+= ∈ ∪  и 1 2p =p ; 
2
1 2q ( , ) 0q q Z+= ∈ ∪  и 1 2q =q ; (0 m q, 0 n p)≤ ≤ ≤ ≤ ;  
2
1 2( , ) C= σ σ ∈σ ; 21 2( , )к к C= ∈к ;  
1 2
( , )i i ia a=a , 1 pi≤ ≤ , 1 2,i ia a C∈  ( 1 1 2 21 , 1i p i p≤ ≤ ≤ ≤ ); 1 2b ( , )j j jb b= , 1 qj≤ ≤ , 1 2,j jb b С∈  
( 1 1 2 21 , 1j q j q≤ ≤ ≤ ≤ );  
1 2
( , )i i i= α αα , 1 pi≤ ≤ , 1 2 1,i i R
+α α ∈  ( 1 1 2 21 , 1i p i p≤ ≤ ≤ ≤ ); 1 2( , )j j j= β ββ , 1 qj≤ ≤ , 
1 2
1
,j j R+β β ∈  ( 1 1 2 21 , 1j q j q≤ ≤ ≤ ≤ );  
( )1 2,k k k= ∈ N N N= × ( )1 2,k N k N∈ ∈ – индекс с 1 2! ! !k k k=  и 1 2k k k= + ; kD








1 2td d t d t= ⋅ ; 1 2t
к кt t= ⋅к ; 1 2( ) ( , )f t t=t ; 
( , )1, pm,n








b β  – функция следующего вида: 
1 1 1 2 2 21 1 2 2
1 1 2 2
1 1 1 2 2 2
2 1, 1, 1,1, p , , ,m, n 1 2
p, q , , ,
1,q 1, 1, 1,1 21
( , ) ( , ) ( , )( , )xH ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t
k k kk k
k k
k k k
i i p i i p i i pi i m n m n m nk
p q p q p qj j j j q j j q j j qkk
a a ax x x
H H H
b b bt t t
=
 α   α   α  





представляющая собой произведение H-функций [ ],,m np qH z . 
Настоящая работа посвящена изучению преобразования (1.1) в весовых пространствах 
,2νL , 
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Даются условия ограниченности оператора преобразования (1.1), описание образа этого операто-
ра, а также устанавливается формула его обращения.  
Полученные результаты обобщают установленные ранее для соответствующего одномерного мо-
дифицированного H-преобразования [1, гл. 5]. 
2. Предварительные сведения. Для целых неотрицательных , , ,m n p q  (0 , 0 )m q n p≤ ≤ ≤ ≤ , 
комплексных ,i ja b C∈  и положительных ,i jα β (1 , 1 )i p n q≤ ≤ ≤ ≤  значений H-функция [ ],,m np qH z  
определяется интегралом Меллина – Барнса: 
 [ ],,m np qH z ≡ 1,,,
1,
( , ) 1
( , ) 2
i i pm n
p q
































( ) (1 )
( ) (1 )
m n
j j i i
j i
p q
i i j j
i n j m
b s a s
a s b s
= =
= + = +
Γ + β Γ − − α
Γ + α Γ − −β
∏ ∏
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.  (2.2) 
 
Здесь L – специально выбранный бесконечный контур, а пустые произведения, если таковые имеются, 
считаются равными единице. Более подробно с теорией H-функции (2.1) можно ознакомиться в [1, гл. 1–2]. 
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содержащее H-функцию (2.1) в ядре. 
Нам потребуется модифицированное H-преобразование вида  
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с H-функцией (2.1) [ ],,m np qH z  в ядре.  
Преобразование (2.4) является модификацией H-преобразования, обобщающего многие инте-
гральные преобразования: преобразования с G-функцией Мейера, преобразования Лапласа и Ханкеля, 
преобразования с гипергеометрической функцией Гаусса, преобразования с другими функциями гипер-
геометрического и бесселева типа. Обзор результатов и библиография работ по этой тематике даны в [1, 
гл. 6–8]. 
Введем пространство 
,rνL  измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначных функций f  
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(1 2)rf rν∈ ≤ ≤L  преобразование Меллина fM  определяется равенством [2, 3] 
 














, ,1, Re( )rf sν ν∈ = ν∩L L , то (2.6) совпадает с обычным преобразованием Меллина: 
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+∞
−
= = ∫(M .               (2.7) 
Двумерное преобразование Меллина функции 1 2(x) ( , )f f x x= , 1 20, 0x x> > , определяется фор-
мулой [3, формула 1.4.42] 
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где { }2 21 2( , ) : 0 ( 1, 2)jR t t R t j++ = = ∈ > =t , 1 2( , ), ( 1,2)js s s C j= ∈ =s . 
Формула преобразования Меллина от 1
,
Н кσ -преобразования (2.4) для «достаточно хороших» 
функций f имеет вид [1, (5.1.14)] 
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( )m np q sH  дается выражением (2.2). 
Для формулировки утверждений, представляющих 
,2νL -теорию и формулы обращения модифи-
цированного H-преобразования (2.4), нам понадобятся перенос следующие постоянные, определяемые 
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Исключительным множеством HE  функции 
,
,
( )m np q sH , определенной в (2.2), называется множе-
ство вещественных чисел ν , таких, что 1α < − ν < β  и ,
,
( )m np q sH  имеет нули на прямой Re( ) 1s = − ν . 
Обозначим через [ ],X Y  множество ограниченных линейных операторов, действующих из бана-
хова пространства X  в банахово пространство Y . 
Следующее утверждение представляет 
,2νL -теорию модифицированного H-преобразования (2.4). 
Утверждение 2.1 [1, теорема 5.37] Допустим, что 
 Re( )кα < ν − < β ,  [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ ≤ . (2.14) 
Верны следующие утверждения 
a) Существует инъективное преобразование 1
,
Н кσ ∈ ,2 Re( ),2[ , ]кν ν− +σL L , такое, что равенство 
(2.9) выполняется для 
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Если [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ =  и 1 Re( )к− ν + ∉ HE , то 1 ,Н кσ  биективно отображает ,2νL  на 
Re( ),2кν− +σL . 
b) Преобразование 1
,
Н к fσ  не зависит от ν  в том смысле что, если ν  и νɶ  удовлетворяют усло-
вию (2.14) и если преобразования 1
,
Н к fσ  и 1 ,H к fσɶ  определены в пространствах ,2νL  и ɶ ,2νL  равен-
ством (2.9), то 1
,
Н к fσ = 1 ,H к fσɶ  для f ∈ ɶ ,2ν ∩L ,2νL . 
c) Если [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ < , то для f ∈ ,2νL  1 ,Н к fσ  дается формулой (2.4). 
d) Пусть , 0C hλ ∈ >  и 
,2f ν∈L . Если Re( ) ( Re( )) 1к hλ > ν − − , то 1 ,Н к fσ  представимо в виде 
 
 
1,, 11 1 ( 1)/ ( 1)/ 1
, 1, 1
1,0
( , ), ( , )
(H )( ) ( )( , ) , ( 1, )
i i pm nh h к
к p q j j q
h ad xf x hx x H t f t dt
b hdx t
∞
+σ+ − λ+ λ+ −
σ + +
 −λ α 
=  β −λ −  
∫ , (2.15) 
 
а при Re( ) ( Re( )) 1к hλ < ν − −  дается формулой  
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e) Если 
,2f ν∈L  и 1 Re( ),2кg −ν+ +σ∈L , то имеет место формула:  
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Н кσ -преобразования даются равенствами [1, формулы (5.5.23) и (5.5.24)]: 
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Условия справедливости этих формул дает следующее утверждение. 
 
Утверждение 2.2 [1, теорема 5.47] Пусть  
0,a∗ = Re( )кα < ν − < β , 0 01 Re( )кα < − ν + < β , и пусть Cλ ∈ , 0h > . 
Если [ ]Re( ) Re( ) 0к∆ ν − + µ =  и ,2f ν∈L , то формулы обращения (2.19) и (2.20) справедливы со-










,2νL -теория модифицированного 
1
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Нσ к -преобразования. Введем двумерный аналог функции (2.2): 
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p q sH  имеют нули на прямых 1 1Re( ) 1s = − ν , 2 2Re( ) 1s = − ν  соответственно. 
Применяем двумерное преобразование Меллина (2.8) к 1
,
Нσ к -преобразованию (1.1) и учитывая 
(2.9), получаем следующую формулу для «достаточно хороших» функций f: 
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где 
m,n
p,q ( )sH  определяется формулой (3.1). 
Для формулировки утверждений, представляющих 
,2νL -теорию и формулы обращения модифи-
цированного 1
,
Нσ к -преобразования (1.1), нам понадобятся следующие двумерные аналоги постоянных 
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Теорема 3.1. Допустим, что 
 1 1 1 1Re( )кα < ν − < β , 2 2 2 2Re( )кα < ν − < β , (3.3) 
 
[ ] [ ]* *1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ ≤ ∆ ν − + µ ≤ . 
Верны следующие утверждения 
a) Существует инъективное преобразование 1
,
Н ∈σ к ,2 Re( ),2[ , ]ν ν− +к σL L , такое, что равенство 
(3.2) выполняется для 
,2f ν∈L  и Re( ) Re( )= ν − +s k σ . 
Если [ ] [ ]* *1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ = ∆ ν − + µ =  и 




Нσ к  биективно отображает ,2νL  на Re( ),2ν− +к σL . 
b) Преобразование 1
,
Н fσ к  не зависит от ν  в том смысле, что если ν  и νɶ  удовлетворяют (3.3) 
и если преобразования 1
,
Н fσ к  и 1 ,H fσ кɶ  определены в пространствах ,2νL  и ,2νɶL  равенством (3.2), то 
1
,
Н f =σ к 1 ,H fσ кɶ  для f ∈ ,2ν ∩ɶL ,2νL . 
c) Если [ ] [ ]* *1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ < ∆ ν − + µ < , то для ,2f ν∈L  
1
,
Н fσ к  дается формулой (1.1). 
d) Пусть 21 1 1 2( , ) , ( , ) 0C h h hλ = λ λ ∈ = >  и ,2f ν∈L . Если Re( ) ( Re( )) 1hλ > ν − −к , то 1 ,Н fσ к  
представимо в виде 
 
x 1,m,n 11 1 ( 1)/ ( 1)/ 1
, p 1,q 1
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hdf h f d
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,      (3.4) 
 
а при Re( ) ( Re( )) 1hλ < ν − −к  дается формулой  
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e) Если 
,2f ν∈L  и 1 Re( ),2g −ν+ +∈ к σL , то имеет место формула 
 ( ) ( )x x1 2, ,
0 0
(x) H (x) x H (x) (x) xf g d f g d=∫ ∫σ к σ к , (3.6) 
где 
 ( ) x 1,p2 m,n, p,q
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Доказательство проводится аналогично доказательству утверждения 2.1 с учетом (1.2), представ-
ления (3.2), из существования всех приведенных операторов в указанных классах функций. 
Получены формулы обращения 1
,
Нσ к -преобразования: 
( 1)/ ( 1)/(x) x x
x
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d
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= − ×  
x
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h f d
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x
q m 1,p n
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0
H − + −+ +×∫
n 1,p 1,n
m 1,q 1,m
(1 , ) , (1 , ) , ( , )t
x ( 1, ), (1 , ) , (1 , )
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− − − − −λ
 
−λ − − − − −  
a α α a α α
b β β b β β
1
,
t (H )(t) tf d−σ σ к .   (3.9) 
 
Условия справедливости этих формул дает следующее утверждение. 
 
Теорема 3.2. Пусть  
* *
1 20, 0,a a= =  0,a
∗
= 1 1 1 1Re( )кα < ν − < β , 2 2 2 2Re( )кα < ν − < β , 
1 1
0 1 1 01 Re( )кα < − ν + < β , 2 20 2 2 01 Re( )кα < − ν + < β , и пусть 2Cλ ∈ , 0h > . 
Если [ ] [ ]1 1 1 1 2 2 2 2Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0к к∆ ν − + µ = ∆ ν − + µ =  и ,2f ν∈L , то формулы обращения 
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TWO-DIMENTIONAL INTEGRAL TRANSFORM WITH THE H-FUNCTION  




Two-dimentional analog of modified H- transform involving H- function in the kernel is studied on the 
space of summable functions on a domain 2 1 1R R R++ + += × . Mapping properties such as the boundedness, the 
range of the considered transform are given, and the inversion formula is established. The results generalize the 
well know findings for corresponding one-dimentional integral transform. 
Keywords: one-dimensional and two-dimensional integral modified H-transforms, Mellin transform,  
H-function, space of integrable functions.              
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